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  پژوهشییادداشت نوع مقاله: 

  

  چکیده
یابی اسـپلاین درجـه سـه    در این مقاله، روش جنینگز با استفاده از تابع درون

اي صـورت مقایسـه  ارتقاء یافته است. در این پژوهش، بـراي اینکـه بتـوان بـه    
ها و معایب روش جنینگز که مبتنی بر روابـط دقیـق و فـرض تغییـرات     مزیت

یابی اسپلاین ارزیابی نمود، یک نسبت به روش درون خطی تحریک است را
سیستم خطی یک درجه آزاد میرا تحت بارگذاري هارمونیـک سینوسـی در   

شکل این سیستم براي  نظر گرفته شده است. مقادیر دقیق ضریب پاسخ تغییر
هاي تحریک مختلف در دسترس است. مقادیر تقریبی ضریب پاسخ فرکانس

 ـ  هـاي مختلـف تحریـک بـا فـرض      ه ازاي فرکـانس تغییر شکل این سیسـتم ب
یابی بـا تـابع اسـپلاین محاسـبه     یابی خطی تحریک و نیز با فرض دروندرون

هـاي دو،  گردید و با مقادیر متناظر دقیقشان مقایسه شد. این کار براي میرایی
پنج، ده و بیست درصد انجام گردید. نتایج کار حاکی از آن بود که هرگـاه  

شـود کـم باشـد و    وسیله آن تقریب زده میموج سینوسی به تعداد نقاطی که
یابی با تابع اسـپلاین دقـت بـالاتر    همچنین میزان میرایی نیز پایین باشد، درون

یابی خطی دارد. لذا با توجه به اینکه در اي نسبت به حالت درونقابل ملاحظه
لـی  یابی به روش اسپلاین، پیوستگی شـیب و مشـتق دوم در نقـاط داخ   درون

شـود از ایـن روش نیـز بـراي محاسـبه پاسـخ       گـردد، پیشـنهاد مـی   حفظ مـی 
آمده با نتایج حاصل دستهاي خطی استفاده شود و نتایج بهدینامیکی سیستم

 از روش جنینگز مقایسه شود و در صـورت تفـاوت قابـل ملاحظـه در نتـایج     
  تحلیل حاصل از این دو روش، تصمیمات مناسب اتخاذ گردد.

ــ ــان کلی ــتم    دي:واژگ ــه، سیس ــه س ــپلاین درج ــابع اس ــز، ت روش جنینگ
دینــامیکی خطــی، تحریــک هارمونیــک، ضــریب پاســخ تغییــر شــکل        
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  مقدمه -1
روش مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییـرات خطـی تحریـک    

)Nigam & Jennings, 1968, 1969(  که بعضاً در مراجع فنی فارسی
)Hosseini Hashemi et al., 2002; Izadinia & Jamshidi, 

2016; Esmaeilabadi et al., 2015; Shafiee-fard, 2019 از (
شود، روش متعارف و معمـولی اسـت   آن به روش جنینگز یاد می
ها در برابـر زلزلـه در محـدوده رفتـار     که براي محاسبه پاسخ سازه

گذاري این روش بـه  شود. علت اصلی نامآن استفاده می خطی از
) Nigam & Jennings, 1968, 1969نـام جنینگـز بـه مراجـع (    

طور کـه از  یابی خطی تحریک، همانگردد. در روش درونبرمی

هـایی بـه   خـط نگاشت بـا پـاره  اسم آن مشخص است، نقاط شتاب
هـا،  خـط شوند، در نتیجه، در محل اتصال پـاره یکدیگر متصل می

شیب آنها لزوماً بـا یکـدیگر برابـر نیسـت و فقـط مقـادیر تـابع در        
محــل اتصــال آنهــا بــا یکــدیگر برابــر اســت. بــا توجــه بــه اینکــه   

یابی هاي درونترین روشیابی خطی تحریک یکی از سادهدرون
نگاشـت  هـاي زمـانی بـین نقـاط شـتاب     است، در نتیجه، اگـر بـازه  

یابی خطی کوچک باشد، درون نسبت به دوره تناوب طبیعی سازه
 ). Chopra, 2012باشـد ( قبول بوده و داراي دقـت کـافی مـی   قابل

لازم به ذکر است که روش جنینگز مبتنی بر روابط دقیق و فـرض  
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هاي یک درجه آزاد تغییرات خطی تحریک است و براي سیستم
دینامیکی خطی قابل استفاده است. در این روش تنها فرضـی کـه   

هـا  ادلـه دیفرانسـیل حـاکم بـر حرکـت ایـن سیسـتم       بـراي حـل مع  
ــودن تحریــک در فاصــله   اســتفاده مــی        t∆شــود، فــرض خطــی ب

دیگر، سمت چپ معادله دیفرانسـیل حـاکم بـر    عبارتباشد؛ بهمی
  گونـه تغییـري بـاقی    صورت زیر اسـت، بـدون هـیچ   حرکت که به

ماند و تنها فـرض اسـتفاده شـده در ایـن روش ایـن اسـت کـه        می
شـود. تنهـا تقریـب    سمت راست معادله حرکـت تقریـب زده مـی   

اســتفاده شــده بــه ایــن صــورت اســت کــه تغییــرات شــتاب پایــه   
شود که در واقعیـت  در نظر گرفته می t∆صورت خطی در بازه به

  مطمئناً به این صورت نیست.
)1                                                (gmu cu ku mu (t)+ + = −&& & &&  

 اند، روش جنینگـز تا آنجا که مؤلفان این مقاله جستجو نموده
تاکنون ارتقاء نیافته است و هدف این مقاله، ارتقـاء ایـن روش بـا    

یابی خطی استفاده از تابع اسپلاین مکعبی است که نسبت به درون
  ها از دقت بالاتري برخوردار است.یابیو دیگر درون

یـابی خطـی   ه از روش دروندر این تحقیـق، بـه جـاي اسـتفاد    
یابی با تابع اسـپلاین درجـه سـوم اسـتفاده     تحریک از روش درون

هـاي عـددي در مهندسـی    شده اسـت. در کتـب مربـوط بـه روش    
)Chapra & Canale, 2006; Burden & Faires, 2011  ذکـر (

یــابی بــه روش اســپلاین مکعبــی نســبت بــه شــده اســت کــه درون
لاتري برخـوردار اسـت. بـه همـین     هاي دیگر از دقت بایابیدرون

ــرم ــز   علــت در ن ــر اتوکــد و فتوشــاپ نی افزارهــاي گرافیکــی نظی
یـابی گنجانـده شـده اسـت.     فرض ایـن نـوع درون  صورت پیشبه

یـابی بـه   توان جزئیات مربـوط بـه درون  همچنین، در این کتب می
روش اسپلاین را مشاهده نمود. همچنـین، در کارهـاي تحقیقـاتی    

هــاي اســپلاین اســتفاده شــده اســت، امــا بررســی زیــادي از تــابع 
جــاي نویســندگان ایــن مقالــه بــراي پیــدا کــردن تحقیقــی کــه بــه 

یابی نوع دیگري استفاده کرده یابی خطی تحریک از دروندرون
طـورکلی تحقیقـاتی کـه    باشند به نتیجه نرسیده است. در نتیجه، به

یـابی  نجـز درو در آنها از تابع اسپلاین بـراي مقاصـد دیگـري بـه    
  تحریک استفاده شده در ادامه ذکر خواهند شد. 

سـاختمان کـه    20هـاي  نگاشـت ) شتابNaeim, 1996نعیم (
شتاب آنها در هنگام زلزله نورثریج ثبت شده بود را مورد بررسی 
ــن       ــات ای ــام طبق ــه در تم ــه اینک ــه ب ــا توج ــرار داد. ب ــه ق و مطالع

بـا اسـتفاده از   نگار نصب نشـده بـود، او   ها دستگاه شتابساختمان
یابی با تابع اسپلاین، شتاب سایر طبقـات را بـرآورد نمـود و    درون

هـا را محاسـبه   سپس مقادیر برش و لنگر واژگونی پایـه سـاختمان  
) Vamvatsikos & Cornell, 2004کرد. وامواتسیکس و کرنل (

آمده از تحلیل دینـامیکی افزایشـی را هـم بـا     دستنقاط گسسته به
یابی اسـپلاین  یابی خطی و هم با استفاده از دروناستفاده از درون

آمـده را  دسـت به یکدیگر متصل نمودند و سـپس نمودارهـاي بـه   
) نیز در رسـاله  Motaref, 2006مورد استفاده قرار دادند. معترف (

کارشناسی ارشد خود، با الگوبرداري از کار انجام شده در مرجع 
)Vamvatsikos & Cornell, 2004را انجام داد و نقاط کار  ) این

آمده از تحلیل دینامیکی افزایشی را با اسـتفاده از  دستپراکنده به
   یـابی بــا تــابع اسـپلاین مکعبــی بــه یکـدیگر متصــل نمــود و   درون

ترتیـب بـه دسـت آورد. یـو و همکـاران      منحنی همواري را بـدین 
)Yu et al., 2013یـابی کوارتیـک اسـپلاین    درون) از یک طرح شبه

اسـتفاده کردنـد کـه     (kdv)حی براي حـل معادلـه غیرخطـی    سط چند
ــده  ــادي از پدی و  شــجاعی .دادهــاي فیزیکــی را نشــان مــی تعــداد زی

 گیـري یک الگوریتم انتگـرال  )Shojaee et al., 2015همکاران (
روش کوارتیـک   شرط پایدار را بـا اصـلاح   زمانی ضمنی بدون قید و

 )Saffari et al., 2014ن (اسپلاین ارائه نمودند. صفاري و همکـارا بی
روش ها با استفاده از روش جدیدي را براي تحلیل غیرخطی سازه

چهـارم بـر اسـاس تـابع اسـپلاین ارائـه       تکراري برگرفته از قاعده یک
 ) Rostami & Shojaee, 2017رســـتمی و شـــجاعی ( .نمودنـــد
 اسپلاین مکعبی با اتـلاف گیري بیهاي انتگرالاي از الگوریتمخانواده

هـا پیشـنهاد   و پراکندگی عددي قابل کنتـرل را بـراي دینامیـک سـازه    
 )Mohammadinia et al., 2020نیـا و همکـاران (  محمـدي  .کردنـد 

 آنهـا نـوع جدیـدي از   . اسپلاین را ارائـه کردنـد  فرمولی ترکیبی از بی
سازي مسـائل الاستواسـتاتیک   توابع شکل کروي هانکل را براي مدل

در ) Mahdavi et al., 2015و همکـاران ( مهـدوي   .پیشـنهاد کردنـد  
هــاي چبیشــف و اســپلاین را اي، کــاربرد روشیــک مطالعــه مقایســه
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 .هـاي خرپـایی ارزیـابی کردنـد    براي تحلیل هندسی غیرخطـی سـازه  
   هـاي ) از تئـوري Ghazanfari et al., 2019غضـنفري و همکـاران (  

       هــايازهاسـپلاین بــراي تحلیـل ارتعــاش آزاد س ـ  توابــع پایـه بــی  تیـر و 
ــتفاده کردنـــد   ــاطع اسـ ــه متقـ ــجاعی .تیـــر چنـــد لایـ ــتمی و شـ       رسـ

)Rostami & Shojaee, 2019  گیـري زمـانی   ) یـک روش انتگـرال
اسپلاین کوارتیـک توسـعه   گذاري بیمستقیم را بر اساس روش با هم

 )Shahmorad & Abdollahi, 2007شاهمرادي و عبـداللهی (  .دادند
انتگـرال   ربع براي حل عـددي معـادلات  یک روش همگراي بدون م

 .اسپلاین ارائه کردند -یابی هرمیتفردهولم خطی بر اساس درون
) بـا  Maleknejad & Derili, 2006, 2007نـژاد و دریلـی (  ملک

ــا هــم  ــابی گــذاري اســپلاین و دروناســتفاده از روش ترکیبــی ب ی
لیـو و   .لاگرانژ، حـل عـددي معـادلات انتگرالـی را ارائـه کردنـد      

یابی اسپلاین مکعبی ) از روش درونLiu et al., 2008مکاران (ه
روي ) RCS( اسـتاتیک براي تقریـب منحنـی مقطـع راداري تـک    

ــهگــره اي ازمجموعــه بــرداري غیریکنواخــت اســتفاده  هــاي نمون
ــد ــاران (  .کردن ــاکف و همک      ) Zhernakov et al., 2017زرن

ایـه یـک   هـاي طبیعـی یـک تیـر کـه بـر پ      دقت محاسـبه فرکـانس  
 5آمـده از توابـع اسـپلاین درجـه     دسـت یابی نتایج عددي بـه برون

حاصل گردیده بود را ارتقاء دادند. در ادامه، مطالبی که در مورد 
تـابع اســپلاین درجــه ســوم (مکعبــی) ذکــر شــده اســت از مرجــع  

)Chapra & Canale, 2006.اخذ گردیده است (  
یـک بـازه   یـابی یـک تـابع در    هاي مختلفی براي درونروش

وجود دارد که هرکدام نسبت به دیگري داراي محاسن و معـایبی  
ي بسته بـه دلیـل   باشند. تقریب یک تابع دلخواه روي یک بازهمی

تواند خطاي زیادي داشته باشد. ها میايطبیعت نوسانی چندجمله
توانـد تـأثیر   علاوه بر این، تغییر کوچک تابع در یک زیر بازه می

یاب داشته باشد. بـه همـین دلیـل در    اي درونزیادي در چندجمله
هـاي کوچـک   شـود کـه بـازه را بـه زیربـازه     عمل ترجیح داده می

یـاب را  اي درونتقسیم کرده و تا جاي ممکـن درجـه چندجملـه   
ها ايکاهش دهند. این رهیافت، تقریب قطعه به قطعه با چندجمله

هـاي  ايههـا، چندجمل ـ ايترین این چندجملهشود. سادهنامیده می
خطی (درجه یک) هستند. نمودار ایـن توابـع یـک خـط شکسـته      

را به هم  ny ,n(x(، ... وx)0y ,0(x ،)1y ,1(است که مجموعه نقاط 
پـذیري در  کند. یکی از معایـب ایـن روش عـدم مشـتق    وصل می

باشد. تعبیـر هندسـی ایـن مطلـب همـان عـدم       ها میانتهاي زیربازه
ق آمدن بر ایـن مشـکل، در روش   همواري نمودار است. براي فائ

براي هر زیـر بـازه    3اي درجه اسپلاین مکعبی، از توابع چندجمله
شـود. بـا مسـاوي قـرار دادن مقـادیر ایـن توابـع و نیـز         استفاده مـی 

مشتقات اول و دوم آنها در نقاط اتصال، معـادلاتی بـراي محاسـبه    
 آیـد. البتـه، در  ها بـه دسـت مـی   ايضرایب مجهول این چندجمله

نقاط ابتدا و انتهاي بازه نیز باید مقادیر تابع را جایگذاري کـرد تـا   
  هــاي ايدو معادلـه دیگــر بــر حســب ضـرایب مجهــول چندجملــه  

به دست آید. همچنین، در نقاط ابتدا و انتهاي بازه باید از  3درجه 
در  3شرایط مرزي آزاد (صفر قرار دادن مشتق دوم توابـع درجـه   

یا شرایط مرزي مقید (صـفر قـرار دادن مشـتق     ابتدا و انتهاي بازه)
در ابتدا و انتهاي بازه) استفاده کرد تا دو معادله  3اول توابع درجه 

بـه   3هاي درجـه  ايدیگر نیز بر حسب ضرایب مجهول چندجمله
دست آید. با در نظر گرفتن تمام این معادلات، ضـرایب مجهـول   

به ذکر است کـه  شود. لازم محاسبه می 3هاي درجه ايچندجمله
  در این تحقیق از شرایط مرزي آزاد استفاده شده است.
ــراي محاســبه طیــف پاســخ خطــی ســازه   ــر معمــولاً ب هــا در براب

سنترو، طبس و... از روش جنینگـز کـه بـر    هایی مانند النگاشتشتاب
باشـد اسـتفاده   اساس روابط دقیق و فرض تغییرات خطی تحریک می

هـا از موضـوعات پایـه در    ی سـازه شود. محاسبه طیف پاسـخ خط ـ می
مهندسی زلزله است زیرا قبل از اینکـه وارد بررسـی پاسـخ غیرخطـی     

  ها مورد ارزیابی قرار گیرد.ها شویم باید رفتار خطی سازهسازه
هاي بعدي مقالـه، ابتـدا روش جنینگـز بـا جزئیـات،      در بخش

یـابی اســپلاین  دنبـال آن روش درون  اسـت و بــه  شـده شـرح داده  
است. بعد از آن، ضـریب   طور مفصل توضیح داده شدهی بهمکعب

پاسـخ تغییـر شــکل یـک سیسـتم خطــی یـک درجـه آزاد تحــت       
یــابی بارگــذاري هارمونیــک سینوســی بــا اســتفاده از روش درون

محاسـبه شـده و    3خطی و نیز بـا اسـتفاده از تـابع اسـپلاین درجـه      
ش بـا  آمده از ایـن دو رو دستمقادیر ضریب پاسخ تغییر شکل به

  اند.مقادیر متناظر دقیقشان مقایسه گردیده
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  روش جنینگز -2
معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت سیستم یک درجـه آزادي  

  میراگر عبارت است از: -فنر -جرم
)2                                                       (mu cu ku p(t)+ + =&& &  

جایی، سرعت ترتیب مقادیر جابهبه &&uو  &u ،u که در این معادله
، p(t)هسـتند. در حـالتی کـه بـه جـاي نیـروي        m و شتاب جرم

guسیستم یک درجه آزاد مورد بحث، تحت اثر حرکت افقی (t) 
) Nigam & Jennings, 1968زمین قرار گرفته باشد، در مرجع (

  آید:) به شکل زیر درمی2ثابت شده است که معادله (
)3                                                (gmu cu ku mu (t)+ + = −&& & &&  

جـایی نسـبی، سـرعت    ترتیـب مقـادیر جابـه   به &&uو  &u ،uکه در آن 
گـاه) هسـتند و   نسـبت بـه زمـین (تکیـه     mنسبی و شتاب نسبی جـرم  

gu (t)&&          نیز شـتاب حرکـت زمـین اسـت. شـتاب حرکـت زمـین کـه
شــود معمــولاً گیــري مــینگــار انــدازهتابهــاي شــوســیله دســتگاهبــه
باشند که به فواصل زمانی مشـخص  صورت یک مجموعه اعداد میبه
∆t   مثـال، فواصـل زمـانی بـین نقـاط      عنـوان از یکدیگر قرار دارنـد. بـه

  باشد.ثانیه می 02/0سنترو، ناغان و طبس برابر با هاي النگاشتشتاب
) یا 2دیفرانسیل (روش جنینگز، روشی عددي براي حل معادله 

) است. این روش مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات خطـی  3(
  ) مشخص شده است.1باشد که در شکل (می p(t)تابع تحریک 

iدر بـازه زمـانی    p(t) تابع تحریک it t t +≤ ≤ تـوان  را مـی  1
  به شکل زیر بیان کرد:τطی بر حسبصورت یک تابع خبه

)4                                                            (i
i

i

p
p( ) p

t
∆

τ = + τ
∆

  
  

  
ــورد اســتفاده در درون): 1( شــکل ــابی خطــی تحریــک نمادهــاي م ی

)Chopra, 2012.(  

iکه در آن  i 1 ip p p+∆ =  ∆itاز صـفر تـا    τباشـد و متغیـر  می −
)uکند. پاسختغییر می )τ       سیسـتم یـک درجـه آزاد مـورد بحـث    

ــازه زمــانی  i0در ب t≤ τ ≤             حاصــل جمــع ســه قســمت اســت:  ∆
در  &iuو سرعت اولیه  iuجایی اولیه ابه) ارتعاش آزاد تحت ج1(

0τ       بـا شـرایط اولیـه صـفر و     ipاي ) پاسخ بـه نیـروي پلـه   2( ،=
iدار ) پاسخ به نیروي شیب3( i( p / t )∆ ∆ τ  ط اولیـه صـفر   با شـرای

)uالـذکر، پاسـخ   هاي سه قسمت فوقبا جمع پاسخ )τ    بـه دسـت   
itτآیــد. بــا جایگــذاري مـی  = )uدر ∆ )τ وu( )τ&، جــاییجابــه 

i 1u iو سرعت  + 1u  mجـایی و سـرعت جـرم   ترتیب جابهکه به &+
iدر زمان  1t آیـد. جزئیـات کـار در مرجـع     هستند، به دست مـی  +

)Nigam & Jennings, 1968  توضـیح داده شــده اســت و در (
iنهایت در این مرجع، معادلات بازگشتی زیر براي محاسبه  1u و +

i 1u   ارائه شده است: &+
)5                                      (i 1 i i i i 1u Au Bu Cp Dp+ += + + +&  

)6                                  (i 1 i i i i 1u A u B u C p D p+ +′ ′ ′ ′= + + +& &  

,Aمقادیر هشت ضـریب  B,C, , D′K   اسـت  کـه در سـمت ر
 ,Nigam & Jennings) وجود دارند، در مرجع (6) و (5روابط (

 nω ،k اند. این ضرایب بستگی به پارامترهاي) آورده شده1968
سیستم یک درجه آزاد دارند. همچنین، آنها وابسته بـه بـازه    ζ و

it زمـــانی t∆ ≡  یـــز هســـتند. لازم بـــه ذکـــر اســـت کـــه      ن ∆
n k / mω =، nc / 2mζ = ω  2و

D n 1ω = ω − ζ باشـد.  می
itهمچنین، در حالتی که گـام زمـانی   t∆ ≡ ثابـت باشـد، کـافی    ∆

,Aاست که هشت ضـریب  B,C, , D′K   بـار محاسـبه   فقـط یـک
  شوند.

یابی خطـی  جاي درونیابی اسپلاین مکعبی بههرگاه از درون
) یـک تـابع   3) یا معادله (2استفاده شود، در سمت راست معادله (

)pتحریک درجه سه  )τ    در بـازه زمـانیi i 1t t t +≤ بـه شـکل    ≥
  وجود دارد: τزیر بر حسب 

)7                                            (3 2
i i i ip( ) a b c dτ = τ + τ + τ +  

د کــه ضــرایب ثـابتی هســتن  idو  ia ،ib ،ic)، 7در رابطـه ( 
توضیح داده شده اسـت. حـال    3چگونگی محاسبه آنها در بخش 
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  معادله دیفرانسیل مرتبه دوم زیر را در نظر بگیرید:
)8     (3 2

i i i i i i 1mu cu ku a b c d , t t ++ + = τ + τ + τ + ≤ τ ≤&& &  

این معادله با فرض اینکه میرایـی سیسـتم زیـر مقـدار بحرانـی      
  باشد، یک جواب عمومی به شکل زیر دارد:

)9                    ( [ ]n
general D Du ( ) e A cos Bsin−ζω ττ = ω τ + ω τ  

دو ضریب ثابت هستند. حل مکمـل یـا    Bو  A)، 9در رابطه (
) با توجـه بـه اینکـه سـمت راسـت      8خصوصی معادله دیفرانسیل (

صـورت  است را باید به τاین معادله یک تابع درجه سه بر حسب
  زیر در نظر گرفت:

)10                     (             3 2
pu ( ) A ' B' C' D 'τ = τ + τ + τ +  

چهار ضریب ثابت هستند که مقادیر آنها به  'Dو  'Cو  'A' ،Bکه 
  شرح زیر است:

)11         (
( )

( )( )

i

i i

2 2
i i i i

i i i
2

i i i i

A ' a / k

B' (b 3ca / k) / k

C ' c / k 6ma / k 2c(b 3ca / k) / k

D' d 2m b 3ca / k / k / k
c c 6ma / k 2c b 3ca / k / k / k

=

= −

= − − −

 = − − − 
− − −

  

)، جـواب  8هاي عمومی و خصوصـی معادلـه (  با جمع جواب
  آید:کل به دست می

)12                                ([ ] n

total g c

D D

3 2

u ( ) u ( ) u ( )

e A cos Bsin

A ' B' C ' D '

−ζω τ

τ = τ + τ =

ω τ + ω τ +

τ + τ + τ +

  

مکان و سرعت در ابتـداي   با اعمال تغییر Bو  Aکه ضرایب ثابت 
  شوند.بازه محاسبه می

  

  یابی به روش اسپلاین مکعبیدرون -3
یـابی وجـود دارد   هاي مختلفی در ریاضیات براي درونروش
ــی  ــه م ــن روش ک ــوان از ای ــا، روش درونت ــی روش  ه ــابی خط ی

یابی اسپلاین مکعبـی را نـام بـرد    و روش درون یابی لاگرانژدرون
)Chapra & Canale, 2006; Burden & Faires, 2011 از این .(

سه روش، روش اسپلاین مکعبی از دقت بالاتري برخوردار است 
)Chapra & Canale, 2006; Burden & Faires, 2011 مثالی .(

ادعـا   توانـد دلیلـی بـر ایـن    که در ادامه کار آورده شده اسـت مـی  
) مشخص 2نقطه که با نماد ستاره در شکل ( 11باشد. فرض کنید 

اند، وجود داشته باشند. فاصله افقی این نقاط از یکدیگر برابر شده
    خط است کـه ایـن  پاره 10رنگ، معرف است. نمودار آبی 1/0با 

نقطه را به هم وصل کرده اسـت. نمـودار قرمزرنـگ، معـرف      11
ه دهی است که از این یازده نقطه عبـور  اي درجنمودار چندجمله

کند. دقت شود که این منحنی درجـه ده در نـواحی ابتـدایی و    می
باشد که این منحنی را از دو نمودار هایی میانتهایی داراي جهش

          رنـگ، معـرف  بـالاخره، نمـودار سـیاه   گردانـد.  دیگر متمـایز مـی  
نقطـه را بـه هـم     11باشد کـه ایـن   اسپلاین می 3منحنی درجه  10

کنند و در نقاط داخلی، مقادیر شیب و مشـتق دوم ایـن   متصل می
  باشند. ها با هم برابر میمنحنی

  

  
  یابی به روش اسپلاین مکعبی.یابی به روش لاگرانژ و درونیابی خطی، درونمثالی از درون): 2( شکل



  سعود محمودآبادي، بابک تقوي، سید محمدرضا حسنی و سید محمدجواد حسینیم                                                                                                             

1402 زمستان، چهارم، شماره دهمسال    126  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

   صـفر   ها برابر بـا در نقاط ابتدا و انتها نیز مشتق دوم این منحنی
شود در نظر گرفته شده است. با دقت در این نمودارها مشاهده می

   یابی خطی و اسپلاین همخوانی خوبی با هـم در مقایسـه   که درون
ــا درون ــمن چــون در درون   ب ــد. در ض ــژ دارن ــابی لاگران ــابی ی      ی

    اســپلاین، پیوســتگی شــیب و مشــتق دوم در نقــاط اتصــال برقــرار  
ــت، ــالا   اس ــذا دقــت ب ــبت بــه درون ل ــابی خطــی دارد تري نس                 ی

)Chapra & Canale, 2006; Burden & Faires, 2011 .(
هایی در نواحی ابتدایی و انتهایی یابی لاگرانژ نیز چون جهشدرون

تواند داشته باشـد  دارد، در نتیجه، خطاي زیادي در این نواحی می
)Chapra & Canale, 2006; Burden & Faires, 2011.(  

یابی اسپلاین مکعبی آورده در ادامه، جزئیات مربوط به درون
nاست. فرض کنید که  شده بازه  nها و در نتیجهنقطه از داده +1

یابی به روش اسپلاین مکعبی این وجود داشته باشد. منظور از درون
بـه شـکل    3اي درجـه  ک چندجملـه است کـه بـراي هـر بـازه، ی ـ    

3 2
i i i i if (x) a x b x c x d= + + به دست آورده شود. در نتیجه،  +

معادله احتیاج است کـه بـا حـل آنهـا ضـرایب       4nدر مجموع به 
صورت معادله به 4nبه دست آید. این  idو  ia ،ib، ic مجهول

  آیند:زیر به دست می
ها برابر ها باید در نقاط داخلی با مقادیر دادهifالف) مقادیر توابع 

2n باشند که اعمال این شرایط، معادل با به دست آمدن 2− 
  معادله است.

) باید از نقطـه ابتـدا و   nfو 1f(ها ifب) اولین و آخرین از توابع 

ها عبور کنند که اعمال این دو شرط، معادل با به انتهاي داده
  معادله است. 2دست آمدن 

باید در نقاط داخلی با یکدیگر برابر باشند که  هاif پ) مشتق اول
nاعمال این شرایط، معادل با به دست آمدن    معادله است. −1

باید در نقاط داخلی با یکدیگر برابر باشند که ها if ت) مشتق دوم
nمعادل با به دست آمدن اعمال این شرایط،    معادله است. −1

باید در نقطه ابتدا ) nfو 1fها (ifث) مشتق دوم اولین و آخرین از 
 ها برابر صفر باشد که اعمال این دو شرط، معادلو انتهاي داده

  معادله است. 2با به دست آمدن 
تعبیر هندسی بند ث این است که توابع اسپلاین در نقاط ابتدا و 

دیگـر،  عبـارتی شـوند. بـه  ها تبدیل به خط مسـتقیم مـی  انتهاي داده
ها برابر صفر است. انحناي توابع اسپلاین در نقاط ابتدا و انتهاي داده

شود. لازم به نیز گفته میهاي طبیعی ها، اسپلاینبه این نوع اسپلاین
) از اعمال بند Chapra & Canale, 2006ذکر است که در مرجع (

عنوان شرایط مرزي آزاد یاد شده است. اگر در این بند، به ث، به
جاي مساوي قرار دادن مشتق دوم، مشتق اول برابر صفر قرار داده 

ي آید. معمولاً از شرایط مرزشود، شرایط مرزي مقید به دست می
شود. در ایـن تحقیـق نیـز از شـرایط مـرزي آزاد      میآزاد استفاده 

یـابی بـه روش   استفاده شده اسـت. در ادامـه، یـک مثـال از درون    
اسپلاین مکعبی آورده شده است. موجی سینوسی با دوره تنـاوب  
یک ثانیه و دامنه واحد را در نظر بگیرید. سه سیکل از این موج در 

  ) رسم شده است.3شکل (
  

  
  نمودار منحنی سینوسی به همراه تقریب خطی آن و نیز تقریب با تابع اسپلاین مکعبی.): 3(شکل 
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هر سیکل از این موج سینوسی به سه قسمت مسـاوي تقسـیم    
سـیکل از مـوجی    3شده است و در نتیجه، این منحنی که برابر بـا  

نقطه نشان داده شده  10سینوسی با دوره تناوب یک ثانیه است با 
نقطه به یکدیگر با خطوطی مستقیم،  10ت. با وصل کردن این اس

آید کـه بـا مـوج سینوسـی واقعـی      داري به دست مینمودار دندانه
هاي اسپلاین مکعبـی  اما وقتی با منحنی تفاوت خیلی زیادي دارد؛

شود که نمودار مینقطه به یکدیگر متصل شوند، مشاهده  10این 
آن با مـوج سینوسـی واقعـی    گردد که تفاوت همواري حاصل می

هـاي اسـپلاین   مراتب کمتر است. لازم به ذکر است که منحنـی به
  اند.) با شرایط مرزي آزاد رسم گردیده3رسم شده در شکل (

صورت بوده است که به جاي روند ارتقاء روش جنینگز بدین
یابی اسپلاین مکعبی یابی خطی استفاده شود از دروناینکه از درون

صورت که در سمت راست معادله حاکم استفاده شده است؛ بدین
بر حرکت به جاي اینکه یک تابع درجه یک برحسب زمان وجود 

ان وجـود دارد و حـل   داشته باشد یک تابع درجه سه برحسب زم ـ
هاي اسـتاندارد ریاضـی کـه    تحلیلی این معادله دیفرانسیل با روش

پذیر است. البته محاسبه ضرایب این تر شرح داده شد، امکانپیش
پـذیر  نگاشت امکانمعادله درجه سه با استفاده از تمام نقاط شتاب

ازه یابی خطی تنها به نقاط ابتدا و انتهاي بکه در دروناست درحالی
  احتیاج داریم.

  

محاسبه ضریب پاسخ تغییر شکل سیستم یک درجـه   -4
  صورت عدديآزاد به

معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت سیسـتم یـک درجـه آزاد    
میراگر به نیـروي سینوسـی هارمونیـک عبـارت      -فنر -خطی جرم

  است از:
)13                                             (omu cu ku p sin t+ + = ω&& &  

                   باشد. در مرجعدامنه نیروي سینوسی می op که

)14                                          (( )st do
u(t) u R sin( t )= ω − φ  

stکه در آن،  o o(u ) p / k=   برابر با تغییر شکل استاتیکی سیسـتم
ترتیب ضریب پاسخ تغییر شکل و زاویه فاز نیز به φو  dRاست. 

ــاز) مــی  ــأخیر ف ــط   (ت ــا اســتفاده از رواب      )16) و (15(باشــند کــه ب

  شوند:می محاسبه
)15                        (

( ) ( )
d 2 22

n n

1R
1 2

=
   − ω ω + ζ ω ω  

  

)16                          (                         ( )
( )

n1
2

n

2
tan

1
− ζ ω ω

φ =
− ω ω

  

-در این قسمت از مقاله، یک سیستم یـک درجـه آزاد جـرم   
     و 10، 5، 2میراگر با فرکانس یک هرتز و با نسـبت میرایـی    -فنر
درصد در نظـر گرفتـه شـد و بـه آن یـک نیـروي هارمونیـک         20

دیـد. مقـدار   سینوسی با دامنه واحد و فرکانس مشخص اعمال گر
ضریب پاسخ تغییر شکل به ازاي فرکانس بار هارمونیک اعمـالی  

nω تر به ازاي نسبت(به عبارت صحیح ω و نسبت میرایی (ζ   بـا
) قابل محاسبه است. سـپس، بـار هارمونیـک    15استفاده از رابطه (

 nسـازي شـد.   شـبیه  nامتر صـورت عـددي و بـا پـار    سینوسی به
پارامتري است که تعداد تقسیمات یک سیکل از موج سینوسی را 

 باشـد؛ مـی  3برابر با  n )،3مثال، در شکل (عنواندهد. بهنشان می
شـده اســت و  قسـمت مســاوي تقسـیم    3یعنـی مـوج سینوســی بـه    

طــوري کــه از شــکل مشــخص اســت مقــدار اوج منحنــی   همــان
 nسینوسی، جزء نقاط تقسیم نیست. در این تحقیق، بازه تغییرات 

در نظر گرفته شـد و میـزان افـزایش آن واحـد بـود. بـا        12تا  3از 
ــز روش درون  ــز و نی ــتفاده از روش جنینگ ــار  اس ــپلاین ب ــابی اس ی

کننده، دامنه پایاي ارتعاش جرم سیستم یک درجـه آزاد   تحریک
stم، محاسبه شد و با تقسیم آن بر تغییر شکل استاتیکی سیست o(u ) ،

مقدار ضریب پاسخ تغییر شکل به ازاي فرکانس تحریک محاسبه 
هرتـز و بـا    3هرتـز تـا    01/0گردید. با تغییر فرکانس تحریـک از  

یـابی  به روش درون dRنقطه از منحنی  300رتز، ه 01/0افزایش 
طور تقریبی محاسبه شد. یابی اسپلاین بهخطی و نیز با روش درون

) قابـل  15با اسـتفاده از رابطـه (   dRبا توجه به اینکه مقادیر دقیق 
و انحـراف معیـار    محاسبه است، مقـادیر بیشـینه، کمینـه، میـانگین    

نقطه نیز قابل محاسبه است.  300براي این  dRخطاي نسبی مقادیر 
درصد محاسبه  20و  10، 5  ،2هاي این مقادیر براي نسبت میرایی

درصـد، نتـایج کـار بـراي      5عنوان نمونـه بـراي میرایـی    شد که به
ی اســپلاین در یـاب ) و بـراي درون 1یـابی خطـی در جــدول (  درون
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نویسی در محـیط  ) آورده شده است. این کارها با برنامه2جدول (
MATLAB )Hanselman & Littlefield, 1996   .انجـام شـد (

محاسبه شده به روش  dR) نمودار تقریبی 4( همچنین، در شکل
ــا روش درون درون ــز ب ــابی اســپلاین یــابی خطــی تحریــک و نی ی

درصد و  5براي نسبت میرایی  dRق به همراه نمودار دقی تحریک
انـد. لازم بـه ذکـر    رسم گردیـده  3برابر با مقدار  n به ازاي پارامتر
) از 4( ) و نیز در شکل2) الی (1که در جداول ( βاست منظور از 

س تحریک به فرکانس طبیعی آن نام برده شده است، نسبت فرکان

)nنامیراي سیستم  )ω ω باشد.می  
) مشـاهده  2) و (1) و نیز با مراجعه به جداول (4با دقت در شکل (

یـابی  شود که بیشینه خطاي نسبی مربوط بـه روش جنینگـز و درون  می
باشـد. همچنـین، کمینـه    درصد مـی  82/11و  77/54ترتیب اسپلاین به

ترتیـب  یـابی اسـپلاین بـه   ي نسبی مربوط به روش جنینگز و درونخطا
درصد اسـت. میـانگین خطـاي نسـبی مربـوط بـه        - 42/32و  - 90/71

درصـد و تعـداد    5یابی اسـپلاین بـراي میرایـی    و درون نگزیروش جن
  درصد است. - 34/11و   - 95/31ترتیب برابر با به 3تقسیمات 

  

  

  درصد براي روش جنینگز. 5براي میرایی  dRمیانگین و انحراف معیار خطاي نسبی  مقادیر بیشینه، کمینه،): 1ل (جدو
  12  11  10  9  8  7  6  5  4  3  تعداد تقسیمات

  02/2  63/2  - 26/1  50/1  03/3  75/4  60/0  95/14  83/19  77/54  بیشینه خطاي نسبی (%)
  07/0  08/0  09/0  09/0  10/0  12/0  19/0  24/0  32/0  48/0  بتا مربوط به خطاي بیشینه
  - 15/6  - 12/8  - 25/13  - 45/12  - 63/15  - 63/19  - 35/31  - 39/35  - 52/58  - 90/71  کمینه خطاي نسبی (%)
  10/0  11/0  12/0  13/0  15/0  18/0  22/0  27/0  35/0  54/0  بتا مربوط به خطاي کمینه
  - 79/2  - 02/3  - 84/5  - 55/4  - 78/5  - 52/7  - 72/16  - 25/14  - 04/19  - 95/31  میانگین خطاي نسبی (%)

  89/0  67/0  39/1  10/1  02/2  98/1  85/3  53/4  88/8  80/14  معیار خطاي نسبی (%) انحراف
  

  یابی اسپلاین.درصد براي درون 5براي میرایی  dRمقادیر بیشینه، کمینه، میانگین و انحراف معیار خطاي نسبی ): 2(جدول 
  12  11  10  9  8  7  6  5  4  3  تعداد تقسیمات

  11/11  47/10  75/6  05/10  15/11  15/9  69/0  70/6  55/10  82/11  بیشینه خطاي نسبی (%)
  00/3  00/3  00/3  00/3  00/3  00/3  09/1  00/3  00/3  48/0  بتا مربوط به خطاي بیشینه
  - 48/3  - 05/1  - 86/4  - 62/1  - 70/7  - 67/2  - 55/13  - 88/6  - 31/29  - 42/32  کمینه خطاي نسبی (%)
  83/0  96/0  01/0  87/0  98/0  90/0  21/0  26/0  95/0  54/0  بتا مربوط به خطاي کمینه
  92/1  06/2  - 41/0  77/1  56/1  11/1  - 11/7  - 83/0  - 48/0  - 34/11  میانگین خطاي نسبی (%)

  38/3  95/2  62/2  90/2  81/3  81/2  30/3  70/2  10/6  82/4  انحراف معیار خطاي نسبی (%)
  

  
  یابی اسپلاین.با استفاده از روش جنینگز و درون 3درصد و تعداد تقسیمات  5میرایی  نمودارهاي مقادیر دقیق و تقریبی ضریب پاسخ تغییر شکل براي ):4(شکل 
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درصد کـه یـک    5شود براي میرایی ترتیب، مشاهده میبدین
اي بـراي  هـاي لـرزه  نامـه باشـد و توسـط آئـین   میرایی متعارف مـی 

هـا توصـیه شـده اسـت، بـراي تعـداد       تحلیل دینامیکی خطی سازه
مطلـق بیشـینه، کمینـه و میـانگین خطـاي       ر قدر، مقادی3تقسیمات 
  باشد.می نگزیروش جنیابی اسپلاین کمتر از نسبی درون
اي مقـادیر میـانگین   )، نمـودار میلـه  8) الـی ( 5هـاي ( در شکل
 یابی اسپلاین بـر حسـب  و روش درون نگزیروش جنخطاي نسبی 

nدرصـد   20و  10، 5، 2هـاي  ترتیب براي میرایـی اي مختلف بهه
  است.  گردیدهرسم 

 2شـود کـه بـراي میرایـی     ) مشـاهده مـی  5با دقت در شـکل ( 
مطلق میانگین خطاي نسبی روش اسـپلاین بـه    درصد، مقادیر قدر

آمـده از  دسـت کمتـر از مقـادیر متنـاظر خطـاي بـه     ها  nازاي تمام 
  اسـت. همچنـین، بـا دقـت در ایـن شـکل مشـخص         نگزیروش جن

و  نگـز یروش جنبی بـراي  گردد که مقادیر میانگین خطاي نس ـمی
منفی است، فقط دو مورد ها nیابی اسپلاین به ازاي تمام نیز درون

صورت که مقدار میانگین خطا در روش استثناء وجود دارد، بدین
    بــه مقــدار نــاچیزي مثبــت  12و  8مســاوي بــا  nاســپلاین بــه ازاي 

  شده است.
      گـردد کـه بـراي میرایـی        ) مشـخص مـی  6با دقت در شـکل ( 

مطلق میانگین خطاي نسبی روش اسپلاین به  درصد، مقادیر قدر 5
روش آمده از دستها کمتر از مقادیر متناظر خطاي به nازاي تمام 

) و 1است. همچنین، با دقت در این شکل و نیـز جـداول (   نگزیجن
روش شود که مقادیر میانگین خطاي نسبی بـراي  ) مشخص می2(
ا منفی است، اما مقـادیر میـانگین خطـاي    ه nبه ازاي تمام  نگزیجن

       و 6، 5، 4، 3مسـاوي   nیـابی اسـپلاین بـه ازاي    نسبی بـراي درون 
  منفی بوده و براي سایر موارد مثبت است. 10

  

  
بر حسب درصد براي  dRاي میانگین خطاي نسبی مودار میله): ن5(شکل 

و  نگزیروش جنبراي  nدرصد به ازاي تعداد تقسیمات مختلف  2میرایی 
  یابی اسپلاین.درون

  

  
بر حسب درصد براي  dRاي میانگین خطاي نسبی نمودار میله): 6(شکل 

و  نگزیروش جنبراي  nدرصد به ازاي تعداد تقسیمات مختلف  5میرایی 
  یابی اسپلاین.درون

  
بر حسب درصد براي  dRاي میانگین خطاي نسبی نمودار میله): 7(شکل 

و  نگزیروش جنبراي  nبه ازاي تعداد تقسیمات مختلف  درصد 10میرایی 
  یابی اسپلاین.درون

  

  
بر حسب درصد براي  dRاي میانگین خطاي نسبی نمودار میله): 8(شکل 

و  نگزیروش جنبراي  nدرصد به ازاي تعداد تقسیمات مختلف  20میرایی 
  یابی اسپلاین.درون
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         میرایــیشــود کــه بــراي ) مشــاهده مــی7بــا دقــت در شــکل (
مطلـق میـانگین خطـاي نسـبی روش      درصد، دیگر مقادیر قدر 10

ــام    ــه ازاي تم ــپلاین ب ــا  nاس ــاي   ه ــاظر خط ــادیر متن ــر از مق کمت
  n نیســت. در حقیقــت، بــه ازاي نگــزیروش جنآمــده از دســتبــه
مطلق میـانگین خطـاي روش اسـپلاین از     قدر 6و  5، 4، 3ساويم

کمتر است و در سایر حالات  نگزیروش جنمقادیر متناظر خطاي 
عکس این مطلب صادق است. همچنین، بـا دقـت در ایـن شـکل     

روش گردد که مقـادیر میـانگین خطـاي نسـبی بـراي      مشخص می
باشد، اما مقدار میانگین خطاي ها منفی می  n به ازاي تمام نگزیجن

منفـی   3مسـاوي    nیـابی اسـپلاین فقـط بـه ازاي     نسبی براي درون
  باشد.ایر حالات مثبت میاست و براي س

        شــود کــه بــراي میرایــی) ملاحظــه مــی8بــا دقــت در شــکل (
مطلـق   مقـادیر قـدر   4و  3مسـاوي بـا     nدرصد، فقط بـه ازاي   20

میانگین خطاي نسبی روش اسپلاین کمتر از مقادیر متناظر خطاي 
است و در هشت حالت دیگـر عکـس ایـن مطلـب      نگزیروش جن
گـردد  با دقت در این شکل مشخص مـی  کند. همچنین،صدق می

 بـه ازاي تمـام   نگزیروش جنکه مقادیر میانگین خطاي نسبی براي 
n  ــراي   هــا منفــی مــی ــا مقــدار میــانگین خطــاي نســبی ب باشــد، ام

  مثبـت اسـت. در مجمـوع    هـا    nیابی اسـپلاین بـه ازاي تمـام    درون
یابی اسپلاین براي حـالاتی کـه تعـداد    توان گفت روش درونمی
 نگزیجن قسیمات و میرایی کم باشد داراي برتري نسبت به روشت

سـادگی آن  با توجـه بـه   نگزیروش جناست و براي سایر حالات، 
  باشد.داراي برتري می
اي مقـادیر میـانگین خطـاي نسـبی     ) نمـودار میلـه  9در شـکل ( 

ــارامتر   نگــزیروش جن ــر حســب پ ــی    nب  رســم ζو نســبت میرای
اي رسم شده در این شـکل،  است. با دقت در نمودار میله گردیده

میـانگین خطـا    ζو    nشود کـه بـه ازاي تمـام مقـادیر     مشاهده می
بـه     nشود بـا افـزایش مقـدار    باشد. همچنین، مشاهده میمنفی می

وماً مقـدار خطـا کـاهش    عم، ζازاي یک نسبت میرایی مشخص 
تـوان  یابد هرچند موارد نقضـی نیـز وجـود دارد. در آخـر مـی     می

شـخص، مقـدار خطـا خیلـی حسـاس بـه       م  n گفت که براي یـک 
هـاي زوج    nآیـد بـراي   نظـر مـی   میزان میرایی نیست، هرچنـد بـه  

  هاي فرد است. nحساسیت خطا نسبت به مقدار میرایی بیشتر از 
اي مقـادیر میـانگین خطـاي نسـبی     ) نمودار میلـه 10در شکل (
  ζو نسـبت میرایـی     nیابی اسپلاین بر حسب پـارامتر  روش درون
اي رسـم شـده در ایـن    است. با دقت در نمودار میله رسم گردیده

، دیگر به ازاي نگزیروش جنشود که بر خلاف شکل، مشاهده می
میانگین خطا منفی نیست. در حقیقت، مقـدار   ζو    nتمام مقادیر 

مثبـت و بـه ازاي بعضـی از     ζو    nخطا به ازاي بعضی از مقـادیر  
باشد. همچنین، مقدار قـدر مطلـق کمینـه    منفی می ζو    nمقادیر 

مقدار خطاي رسم شده  40تر از بیشینه خطا است.  از خطا کوچک
ــکل ( ــدر10در ش ــق  )، ق ــر   28مطل ــا زی ــت.  10خط ــد اس درص

  

  
روش براي  nدرصد به ازاي تعداد تقسیمات مختلف  20و  10، 5، 2هاي بر حسب درصد براي میرایی dRاي میانگین خطاي نسبی نمودار میله): 9(شکل 

  .نگزیجن
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بـراي   nدرصد به ازاي تعداد تقسـیمات مختلـف    20و  10، 5، 2هاي بر حسب درصد براي میرایی dRاي میانگین خطاي نسبی نمودار میله): 10(شکل 
  .یابی اسپیلایندرونروش 

  

 24مطلـق   یعنـی قـدر   باشد؛می 24)، عدد 9این عدد براي شکل (
درصـد اسـت    10) زیـر  9خطاي رسم شده در شکل ( 40خطا از 

روش بت بـه  که این موضـوع برتـري نسـبی روش اسـپلاین را نس ـ    
شـود  ، مشـاهده مـی  نگزیروش جنبرخلاف  دهد.نشان می نگزیجن

عموماً ، ζبه ازاي یک مقدار میرایی مشخص    nبا افزایش مقدار 
صـورت  یابـد، بلکـه بعضـاً بـه    مطلق خطـا کـاهش نمـی    مقدار قدر

که  توان گفتعنوان نکته آخر میگردد. بهنوسانی کم و زیاد می
مشخص، مقدار خطا شدیداً حساس به میزان میرایی    nبراي یک 
توانـد تغییـر   که با افزایش میرایی، علامت خطا مـی طورياست، به

  هاي بزرگ به شدت زیاد شود.   nتواند براي کند و مقدار آن می
  

  گیريبحث و نتیجه -5
یابی اسپلاین مکعبی، روش در این تحقیق، با استفاده از درون

جنینگز که مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات خطی تحریـک  
است، ارتقاء داده شد. براي بررسی میزان دقت این روش، ضریب 
پاسخ نیروي هارمونیک تغییر شکل یک سیستم خطی یک درجه 

محاسبه شد و مقـادیر   نگزیروش جنآزاد میرا با این روش و نیز با 
دقیق متناظرشان مقایسه شد.  آمده از این دو روش با مقادیردستبه

روش نتایج کار حاکی از آن بود که استفاده از این روش نسبت به 
که تعداد تقسیمات و میزان میرایی کم باشد، منجر به وقتی نگزیجن

شود. با توجه به اینکه مقدار میرایی توصیه شده تري مینتایج دقیق

باشد، درصد) می 5اي مقدار نسبتاً کمی (هاي لرزهنامهتوسط آئین
یـابی  گـردد در مطالعـات تکمیلـی، از روش درون   لذا پیشنهاد می

هـاي چنـد درجـه آزاد    اي سیستماسپلاین براي محاسبه پاسخ لرزه
روش ها از استفاده شود و نتایج کار با حالتی که پاسخ این سیستم

  به دست آمده است، مقایسه شود. نگزیجن
ــان    ــه زم ــه ضــروري اســت ک ــن نکت ــه   ذکــر ای اجــراي برنام

یابی اسـپلاین مکعبـی نسـبت بـه     کامپیوتري مربوط به روش درون
یابی اسپلاین، لازم زیرا در روش درون بیشتر است؛ نگزیروش جن

برابر  4اي با تعداد مجهولاتی برابر با است دستگاه معادلات خطی
یـابی خطـی   کـه در روش درون ها حل گردد، درحـالی تعداد بازه

اي حل گردد و صـرفاً  از نیست که دستگاه معادلهتحریک اصلاً نی
مکان در ابتـداي گـام و بـا فـرض خطـی       با داشتن سرعت و تغییر

، A ،B ،Cب بودن تحریک در طول گام زمانی مورد نظـر، ضـرای  
D ،A' ،B' ،C' ،D'    محاسـبه گردیــده و بــا اسـتفاده از ایــن هشــت

آیـد.  یمکان انتهاي گام زمانی به دست م ضریب، سرعت و تغییر
ــاط مختلــف         ــین نق ــله زمــانی ب ــر فاص ــر اســت اگ ــه ذک لازم ب

، A ،B ،C ،Dشت ثابت باشد، کافی است کـه ضـرایب   نگاشتاب
A' ،B' ،C' ،D' بار محاسبه شوند.فقط یک  
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  فهرست علائم
m :جرم سیستمیک درجه آزاد  
n :سینوسیها، تعداد تقسیمات یک سیکل از منحنی تعداد بازه  
c :ضریب میرایی  
k :ضریب سختی فنر  
u: جایی مطلق یا نسبی جرم سیستم یک درجه آزادجابه  
u& :سرعت مطلق یا نسبی جرم سیستم یک درجه آزاد  
u&& :شتاب مطلق یا نسبی جرم سیستم یک درجه آزاد  

t,τ :متغیر زمان  
p(t) :کننده سیستم یک درجه آزادنیروي تحریک  

op :کننده سینوسیدامنه نیروي تحریک  
gu (t) :فقی زمین در هنگام زلزلهجایی اجابه  
gu (t)&& :شتاب افقی زمین در هنگام زلزله  

ω :اي بار سینوسیفرکانس زاویه  
nω :اي طبیعی نامیراي سیستم یک درجه آزادفرکانس زاویه  
nT :ارتعاش طبیعی نامیراي سیستم یک درجه آزاد دوره تناوب  

Dω :میراي سیستم یک درجه آزاد اي طبیعیفرکانس زاویه  
ζ :نسبت میرایی سیستم یک درجه آزاد  

it,  t∆  گام زمانی: ∆
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In this article, the Jennings method has been improved by using the third-order spline interpolation function. In 

this research, in order to be able to compare the advantages and disadvantages of the Jennings method, which is 
based on exact relationships and the assumption of linear changes of the excitation, compared to the spline 
interpolation method, a damped one-degree-of-freedom linear system under sinusoidal harmonic loading is 
considered has been taken. Exact values of the deformation response coefficient of this system are available for 
different excitation frequencies. The approximate values of the deformation response coefficient of this system for 
different excitation frequencies were calculated assuming linear interpolation of excitation and also assuming 
interpolation with spline function and were compared with their exact corresponding values. This work was done for 
two, five, ten and twenty percent damping. The results of the work indicated that when the number of points by 
which the sine wave is approximated is small and also the amount of damping is low, the interpolation with the 
spline function has a significantly higher accuracy than the linear interpolation mode. Another noteworthy point is 
the high sensitivity of the cubic spline interpolation to the level of system damping, so that for a certain number of 
divisions, the error value is highly sensitive to the damping value. Thus, with the increase of damping, the sign of 
the error changes and its value increases strongly for the number of large divisions.  This phenomenon is not seen at 
all in linear interpolation. 

Therefore, considering that in interpolation using the spline method, the continuity of the slope and the second 
derivative are maintained in the internal points, it is suggested to use this method to calculate the dynamic response 
of linear systems and the results obtained with the results of Jennings' method should be compared and appropriate 
decisions should be made if there is a significant difference in the analysis results obtained from these two methods.  

It is important to mention that the execution time of the computer program related to the cubic spline 
interpolation method is longer than the Jennings method. Because in the spline interpolation method, it is necessary 
to solve the system of linear equations with the number of unknowns equal to four times the number of intervals, 
while in the excitation linear interpolation method, it is not necessary to solve the system of equations at all and 
simply by having the velocity and displacement at the beginning of the step and assuming that the excitation is 
linear during the desired time step, the coefficients A, B, C, D, A', B', C', D' were calculated and using this eight 
coefficient, velocity and displacement at the end of the time step are obtained. It should be noted that if the time 
interval between different accelerogram points is constant, it is sufficient that the coefficients A, B, C, D, A', B', C', 
D' are calculated only once.     

 
Keywords: Jennings Method, Cubic Spline Function, Linear Dynamic Systems, Harmonic Excitation, Harmonic 
Force Deformation Response Coefficient. 
 


